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ﬂusses an der Grenzﬂäche:







































































































































































































































































































































































































































































































Rot. aler4000 Schritte / 37 ms
Rot. aler500 Schritte / 4,6 ms




































































Rot. aler 20 Schritte / 0,18 ms
Rot. aler500 Schritte / 4,6 ms
Rot. aler1000 Schritte / 9,2 ms Rot. aler4000 Schritte / 37 ms
Rot. aler50 Schritte / 0,46 ms








































































deeinevereinfachte Variante des Models ge-
wählt,inwelcherzurKrümmungsberechnungdie
LS-LSqM-Methode(Kleinste-Quadrate-Anpassungin












































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































w1(⃗x)f1(⃗xi)··· wM(⃗x)f1(⃗xM).. ... ..
w1(⃗x)fN(⃗xi)···wM(⃗x)fN(⃗xM)

×u (B.30)
DannkannmanGleichung(B.29)schreibenals
A(⃗x)a=B(⃗x)u (B.31)
XI
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undsomit
a(⃗x)=A–1(⃗x)B(⃗x)u (B.32)
FürdieInterpolationanjedemPunktergibtsichdamit:
C(⃗x)=fT(⃗x)a(⃗x)=fT(⃗x)A–1(⃗x)B(⃗x)u (B.33)
DerFormfunktionsvektorfürdiegleitendegewichtetekleinsteQuarate-Anpassungistalso
ϕTGWQ(⃗x)=fT(⃗x)A–1(⃗x)B(⃗x) (B.34)
Esistdabeianzumerken,dassdieserFormfunktionsvektorimGegensatzzudemderRBF-
MethodiknichtdasInterpolationskriteriumerfült.Dasbedeutet,dasssichdieinterpo-
liertenKonzentrationenandenPunktenvonderenWertenunterscheidenkönnen.Mitels
derFormfunktionsmatrixΦi,j=ϕi,GWQ(⃗xj)undderenInversenkönnensieineinanderum-
gerechnetwerden:
C(⃗xj)=
M∑
i
Φi,jui (B.35)
ui=
M∑
j
Φ–1i,jC(⃗xi) (B.36)
FürdenFormfunktionsvektorfürdenLaplace-Operatorergibtsich:
(Δϕ)TGKQ=Δ
↓f
T
×(A–1B)
+⃗∇↓f
T
×
(
∇⃗
↓
A–1B+A–1⃗∇B
)
+fT×
(
Δ
↓
A–1B+2⃗∇
↓
A–1⃗∇↓B+A–1ΔB
)
(B.37)
FürdieauftretendenAbleitungenderInversengilt:
∂A–1=–A–1∂AA–1 (B.38)
∂2A–1=2A–1∂↓AA–1∂↓AA–1–A–1∂2↓AA–1 (B.39)
XI
B.4.ExpliziteZeit-VorwärtsintegrationderDiﬀusionsgleichung
DieAbleitungenderMatrixelementeenthaltenlediglichdieAbleitungenderWichtungs-
funktion:
∂Ai,j=
M∑
k
fi(⃗xk)fj(⃗xk)∂wk(⃗x) (B.40)
∂2Ai,j=
M∑
k
fi(⃗xk)fj(⃗xk)∂2wk(⃗x) (B.41)
∂Bi,j=fi(xj)∂wj(⃗x) (B.42)
∂2Bi,j=fi(xj)∂2wj(⃗x) (B.43)
BeiderDAMwerdeninderGWQ-FormfunktiondieAbleitungstermederWichtungsfunk-
tionvernachlässigt.DamithatderFormfunktionsvektordesLaplace-OperatorsdieForm:
(Δϕ)TDAM(⃗x)=ΔfT(⃗x)×
(A–1(⃗x)B(⃗x)) (B.44)
DieFormfunktionendesFeldesselbstsindhingegenidentischmitdenenderGWQ.
JenachgewählterMethode(FDodergiterlos)wirddierechteSeitederDiﬀusionsgleichung
(3.1)ineinendiskretisiertenOperatorΨ,dervomOrtund(algemeinformuliert)dem
VektoraleraufdemGiterrepräsentiertenKonzentrationenCabhängt,umgewandelt:
∇⃗(Dl,s·⃗∇Cl,s)⃗x→Ψ(⃗x,C) (B.45)
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MitdiesemwirdausderDiﬀusionsgleichungeinegewöhnlicheDiﬀerentialgleichungder
Zeit:
dC
dt x⃗=Ψ(⃗x,C) (B.46)
DieVariantemitdemgeringstenRechenaufwandistdieexpliziteZeit-Vorwärtsintegration.
DabeiwirdzunächstdieZeitableitungineineﬁniteDiﬀerenzersterOrdnungumgewan-
delt:
dC
dt→
Ct+Δt–Ct
Δt (B.47)
DesWeiterenwirddiediskretisierterechteSeiteΨausdemaktuelenZustanddesModels
zumZeitpunktterrechnet.Darausergibtsich:
Ct+Δt(⃗x)=Ct(⃗x)+ΔtΨ(⃗x,C) (B.48)
MitFinitenDiﬀerenzenzweiterOrdnung(AbschnitB.1.1)hatdiediskretisierteDiﬀusions-
gleichungmitörtlichkonstantemDiﬀusionskoeﬃzienteninzweiDimensionendieForm:
Ci,j,t+Δt=Ci,j,t+DΔtC
i+1,j,t+Ci–1,j,t+Ci,j+1,t+Ci,j–1,t–4Ci,j,t
Δx2 (B.49)
BeiderKolokationsoldieGleichung(B.48)anbestimmtenPunkten⃗xiexaktgelöstwer-
den.IndieserArbeitsinddieseidentischmitdenGiterpunkten.Esgiltalsoandiesen
Punkten:
C(⃗xi)t+Δt=C(⃗xi)t+DΔtΔϕT(⃗xi)u (B.50)
FürdieRBF-Methode,diedasInterpolationskriteriumerfültundfürdiealsoC(⃗xi)=ui
gilt,istdiesgleichzeitigdieEntwicklungsgleichungfürdieWertederPunkte.
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B.4.ExpliziteZeit-VorwärtsintegrationderDiﬀusionsgleichung
Fürdiekleinste-Quadrate-Methodengilthingegen
C(⃗xi)t=Φut (B.51)
unddamit:
Φut+Δt=(Φ+DΔtΔΦ)ut (B.52)
HierbeigiltinAnlehnungandieFormfunktionsmatrixΔΦi,j=(Δϕ)i(⃗xj).Diesbedeutet,
dassfürjedenZeitschriteinlinearesGleichungssystemfüraleuigelöstwerdenmuss.
BeiderschwachenFormulierungwirddieGleichung(B.48)miteinerbeliebigenTestfunk-
tionv(⃗x)multipliziertundübereinenTeilderSimulationsdomäneintegriert:
∫
Ωi
v(⃗x)Ct+Δt(⃗x)dΩ=
∫
Ωi
v(⃗x)(Ct(⃗x)+ΔtΨ(⃗x,C))dΩ (B.53)
IndieserArbeitwurdevalsKonstantegewähltundkanndaherindenfolgendenBe-
trachtungenvernachlässigtwerden.ZurBerechnungdesIntervalskanneinebeliebigenu-
merischeIntegrationsmethode,zumBeispieldieGaußscheQuadraturangewandtwerden.
WiebeidenweitausmeistennumerischenIntegrationsmethodenwirddabeidasIntegral
∫ydxineinegewichteteSumme∑Gjgjy(xgj)umgewandelt.DamiterhältGleichung(B.53)
dieForm G∑
j
gjCt+Δt(⃗xgj)i)=
G∑
j
gj
(
Ct(⃗xgj)i)+ΔtΨ(⃗xgj)i,C)
)
(B.54)
MitdenFormfunktionen(unabhängigvonderInterpolationsmethode)ergibtsichalsoals
GleichunginderTeildomäneΩi:
G∑
j
gj
∑
k
ut+Δtk ϕk(⃗xgj)i)=
G∑
j
gj
∑
k
utkϕk(⃗xgj)i)+DΔt
G∑
j
gj
∑
k
utk(Δϕ)k(⃗xgj)i) (B.55)
DiesistwiederumeinelineareGleichung,diedieKnotenwertezumZeitpunktt+Δtmit
denenzumZeitpunkttverknüpfen.SteltmandiesenunfürsovieleTeildomänenauf,
XV
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wiePunktevorhandensind,soerhältmanwiedereinlösbareslinearesGleichungssystem
Kut+Δt=LutfüralePunkte:
Ki,k=
G∑
j
gjϕk(⃗xgj)i) (B.56)
Li,k=
G∑
j
gj
(
ϕk(⃗xgj)i)+DΔt(Δϕ)k(⃗xgj)i)
)
(B.57)
DiemaximalePunktdichteinzweiDimensionenmitgegebenemMinimalabstandistbei
einerperfektenhexagonalenAnordnungderPunkteerreicht.DessenPunktdichtebeträgt
inAbhängigkeitdesAbstandesnächsterNachbarn:
ρmax=ρhexagonal=
(√3
2Δd
2
)–1
≈1,15Δd–2 (B.58)
DieminimalePunktdichtebeigegebenemMinimalabstandistbeiderAnordnungmit
möglichstwenigenPunktenerreicht,beideralePunktedenMinimalabstandzueinander
einhalten,esjedochnichtmöglichist,einenweiterenPunktzusetzen.Diesistbeieiner
hexagonalenAnordnungderFal,derenGiterkonstante(umeineninﬁnitesimalkleinen
Wert)geringerals√3Δdist.Solangesiedarunterliegt,existierenkeineZwischengiter-
plätze,diedenMindestabstandzualenNachbarneinhalten.Diesetauchenerstbeidiesem
Wertauf.EbensotauchteinZwischengiterplatzauf,sobaldnureineinzigerPunktindie-
semGiterumeinenbeliebigkleinenWertverschobenwird.Damitistdiesehexagonale
AnordnungdiejenigemitderkleinstenmöglichenPunktdichte.Dieseliegtbei
ρmin=
(
3√3
2Δd
2
)–1
≈0,385Δd–2 (B.59)
XVI
1.FürdieBerechnungderGrenzﬂächengeometrieimRahmenvonzeluläreAuto-
maten-ModelensteltdergegenwärtiginderLiteraturvorherrschendeingesetzte
LevelSet-AnsatzmitFinitenDiﬀerenzennichtdasOptimumdar.
2.DurchdenEinsatzderHöhenfunktionsmethodeoderdesLevelSet-Ansatzesmit
kleinsteQuadrate-AnpassunginetwasgrößererUmgebunglassensichwesentlich
bessereErgebnisseerzielen.
3.DurchdieEinführungeinerModiﬁkationzurAbschwächungdesanisotropenGit-
tereinﬂusses,diedasGrenzﬂächenwachstuminGiterrichtunghemmtundindie
bevorzugteRichtungfördert,lässtsichgleichachsigedendritischeErstarrungauch
inRichtungenabseitsderGiterrichtungensimulieren.
4.BeiunphysikalischerErhöhungderStärkederGrenzﬂächenenergieanisotropieist
esmitelsderRotationdesGiterswährendderSimulationmöglich,beigeeigne-
terWahldesRotationsintervalsgiterunabhängigesdendritischesWachstumzu
simulieren.
5.Esistmöglich,dieDiﬀusionsgleichungmitelseinerRepräsentationdesRaumes
durcheinisotropesPunktgitermitpaarweisemMinimalabstandderPunktezu
integrieren.
6.Diesistjedochnichtmit“klassischen”giterlosenIntegrationsmethodenmöglich.
VielmehrwirddafüreinevereinfachteKolokationmitGlätungbenötigt.
7.VondengiterlosenInterpolationsmethodenweistdiediﬀuseApproximationsme-
thodedasgeringsteFehlerniveaubeiSimulationenaufdiesenGiternauf.
8. MitelseinerRepräsentationderGrenzﬂächedurchPartikellassensichPhasen-
umwandlungsprozesseaufsolcheinemGitersimulieren.DiebeidseitigeKopp-
lungderGrenzﬂächenbewegungandasumgebendeTemperatur-oderKonzen-
trationsfeldwirddabeikorrektwiedergegeben,sodassbekannteanalytischebzw.
veröﬀentlichteErgebnissenachvolzogenwerdenkönnen.
9.Diese Methodeistebensoimstande,instabilesGrenzﬂächenwachstummitder
korrektenSymmetriezubeschreiben.
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Icherklärehiermitehrenwörtlich,dassichdievorliegendeArbeitselbständig,ohneun-
zulässigeHilfeDriterundohneBenutzungandereralsderangegebenenHilfsmitelund
Literaturangefertigthabe.DieausanderenQuelendirektoderindirektübernommenen
DatenundKonzeptesindunterAngabederQuelegekennzeichnet.
BeiderAuswahlundAuswertungfolgendenMaterialshabenmirdienachstehendauf-
geführtenPersoneninderjeweilsbeschriebenenWeiseentgeltlich/unentgeltlichgeholfen:
• MarkusPitzing:HilfebeiderImplementierungdesdreidimensionalenZA-Models
sowiedesModelsmitGiterrotationimRahmenseinerDiplomarbeitbzw.HiWi-
Tätigkeit.
WeiterePersonenwarenanderinhaltlich-materielenErstelungdervorliegendenArbeit
nichtbeteiligt.InsbesonderehabeichhierfürnichtdieentgeltlicheHilfevonVermitlungs-
bzw.Beratungsdiensten(PromotionsberateroderanderePersonen)inAnspruchgenom-
men.NiemandhatvonmirunmitelbarodermitelbargeldwerteLeistungenfürArbeiten
erhalten,dieimZusammenhangmitdemInhaltdervorgelegtenDissertationstehen.
DieArbeitwurdebisherwederimIn-nochimAuslandingleicheroderähnlicherForm
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